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待 ち 行 列 へ の Z 変 換 の 応 用
多 々 良 陽
An application of Z transforms to queues . 
YOhichi TATARA 
This paper shows that finit difference equations in queues are easily solved by Z transforms 
using in sampled data control theory. this method will apply to the problems on the reservors 
subjected to random noises such as tank or accumulators . 
」 の出力. e(t) はサ ン プ ラ 』 の入力. T はサ ン プ リ ン
1 . ま え が き グ周期. åT(t) は周期 T の イ ン バ ル ス 列. å(t) は デ ィ
不連続な入力を う ける待ち合わせの問題に対し て， ラ ッ ク の デル タ 関数であ る 。
サ ン プル値制御の手法を適用す る こ と が可能 と 思 う 。 Z 変換 と は， 連続信号 e(t) を サ ン プ ノレ し てで き た
待ち合わせの問題に関 し ては， 微分差分方程式に よ サ ン プノレ値信号 が (t) の ラ プ ラ ス 変 換 で あ る か ら ，
る 解法が知 られてい るが， 定常状態においては定差方 (1)式よ り ，
程式がみちびかれ る 。 こ の定差方程式を解 く 際に， 現 E採(Z) = L(e搭 (t))
在， 数列の手法 ま た は母関数を利用す る手法が用い ら
れ る 。 (1) ω {剖 (5)
し か し なが ら ， 定差方程式が複雑な連立方程式にな
る と ， こ れ ら の解を求 め る には， 多 少 と も 骨がおれ
る 。
本論文は， 定常状態にお け る こ の定差方 程 式 に 対
し . サ ン プル値市j街i週論で使用 さ れ る Z 変換 (3) を適用
し て解を求めた も の であ る 。
対象 と す る待ち行列の 系は， 定常状態にお け る 待時
式の単一 チ ャ ン ネ ルであ っ て， ポ ア ツ ン入力を う け ，
保持時間が指数分布の 系. ポ ア ツ ン入力， ア 』 ラ ン保
持時間の 系， そ し て ア 』 ラ ン 入力， 指数保持時間の 系
の 3 つ であ る 。 (1) 但) 母関数 と の関連につい て も 触 れ
る 。
2 .  Z 変換お よ び Z 変換 に よ る 定鍾方程式の
解法 (3)
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Z 変換によ る 定係数線形定差方程式の解法はつ ぎの
よ う に一般化 されてい る 。 (3)式の形の定差方程式を考
え る 。
þ q 
l;aIXn+i = l;biYn+1 
i =o i =o 
- ・ ・ (3)
ただ し . al と bl は定数. Yn はすべての n の 値につ
い て既知の関数(n はぜ ロ か 正 の 整 数) . Xn と Yn は
t=n の と きだけ定 義 さ れ てい る t の 関数 と す る 。 目
的 は Xn を求め る こ と であ る 。
い ま Xn と Yn を t=n での イ ン パ ル ス で 表 現 し ， 初
期条件をすべてゼ ロ と し て(3)式の Z 変換を と り ， こ れ
を X 楽 ( Z ) について解 く こ と がで き る 。
q 長
X 策 ( Z ) = y ※  ( Z )Ef i Z i /Ef i Z I ・ ・ ・ H ・ H ・ω
Xn を求め る には ， た と えば逆 Z 変換表を用いた り ，
級数展開し て求め られる 。
初期条件がゼ ロ でない場合には. Z 変換す る 際につ
ぎの式を用いれば よ い。
k- l  
z(x(n+k) )=  Z k ( X 援 ( Z ) -l;x(n) Z -n) . . ・ H ・ (5)
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に注意すれば よ い。 ただ し . Z(x (n) )はx(n) のZ変
換を意味す る 。
3 . ポ ア ソ ン入力一指数保持時間の系への Z
変換の適用
待ち行列の 中 で も も っ と も 簡単な ポ ア ソ ン入力一指
数保持時間の 系に対し て. Z 変換の適用を こ こ ろ みれ
ばつ ぎの よ う にな る 。
一つの チ ャ ン ネ Jレがあ っ て， そ こ への到着は一定の
率 A で起 り ， サ ー ピ ス は一定の率 μ で行われる も の と
す る 。 定常状態の と き ， 系にい る も の の数が n 個で
あ る 確率を h と すれば， つ ぎの定差 方 程式がな り た
つ こ と が知 られてい る 。 (1) (2) (4) (5) 
( 1 + p)Pn=Pn+1 + PPn-1 (nミ 1 ) ì ( 8 ・ a)
P1 =PPo (n= O ) J ( 8 ・ b)
ただ し . p= J./μ と す る 。
( 8 ・ a)式を Z 変換し . ( 8 ・ b)式を初期条件に と れ
』ま，
( 1 +p) { p ※ ( Z ) -p( O )} 
= Z { p ※ ( Z ) -p( 0 )_ Z -1p( 1 ) }  
+p Z -1 p ※ ( Z ) ・ H ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ - ・ (9)
p( 0 ) =Po. p( 1 ) =PPO であ る か ら ， こ れ よ り
p 臨 ( Z ) =Po Z /( Z -p)
=Po( 1 + p Z -1 +p2 Z -2 + …… +pn z -n……) 
・ ・ ・ (10)
:.pn=ρopn 
) -1 ( •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •• •・
00 
あ と は周知の よ う に. L:; Pn= 1 よ り
n=o 
Po= 1 -p 
pn=pn( 1 -p) 
00 
L(系にい る も の の期待値) =L:;npn
= p/( 1 -p) 
すなわち. (8)式で表わ される定差方程式を Z 変換す
れば(9)式の よ う にーつ の式で表わ され， 容易に解を う
る こ と ができ る 。
4 . ポアソ ン 入 力一ア ー ラ ン保持時間の 系
サ 』 ピ ス 率 pk の指数保持時 間 を も っ h 個のチ ャ ン
ネ ノレが直列に並んだ系を考え る 。 到着はポ ア ソ ン的で
あ る 。 客は順にサ 』 ビ ス を受け て h チ ャ ン ネ ノレを通る
が ， 一人の客が ど こ かの位相でサ 』 ピ ス を受け ている
7 3  
と き ， 他の も のはサ ー ピ ス を受け る こ と ができず， 待
ち行列に並んで待たなければな ら ない。 チ ャ ン ネ Jレは
入口 か ら ， 出 口 へ向 っ て， 順に k. k- l • …… ， 2 ， 1  
と 番号を付す。
定常状態において， 系に n 人いて， その う ちの一人
が位相 S の チ ャ ン ネ ルでサ 」 ピ ス を受け てい る 確率を
pn . s と すれば， つ ぎの方程式がな り たつ 。 但) (2) 
kpP1 ' 1 -).PO= O ( 1 2 ・ a)
kpP1 ， s+1 一 (kp+めれ ' s= 0 ( 1  �豆 S 三三k) ( 1 2 ・ b)
kpP2 ， 1  +J.POー (kp十 ).)P1 ， k = 0 ( 1 2 ・ c)
kppn ， s+1 + ).Pn-1 ' Sー (kp+ ).)pn ， s= 0 
(n> 1 ， 1 ;豆S くk) ( 1 2 ・ d)
kp戸n+1十 ).Pn-l ， k ー (kp + J.)Pn ， k = 0 (n> 1 ) 
( 1 2 ・ e)
( 1 2 ・ b) ， ( 1 2 ・ c) ， ( 1 2 ・ e)式は( 1 2 ・ d)式に含め ら
れ る の で. (四二三 1 ， 1 :孟 S 三五k)で ( 1 2 ・ d)式を Z 変換
す る 。
Z(pn ， s )= P 滋 ( Z )，
Z(Pn-1 ' s) = Z -k P ※ ( Z ) ，  
を用いて，
kpZ { p ※ ( Z ) ーρ( 0 ) - Z -1ρ( 1 ) }  
+ ).Z-k P ※ (Z) 一 (kp十).) { p 揖 (Z) -p( 0 )} = 0 
. . . . . . . . . . ・ ・ ・ ・ ・ ・倒
ただし . p( 0 )=Po， p( 1 ) =P1 0 1 = λ/kp ・ Po
こ こ で， )./仰=0 と おいて， 制式を P 援 ( Z ) でま と
めれば，
p ※ ( Z ) =Po{ Z k +1 ー( 1 +O) Z k 十O Z k }/
( Z k +1 ー ( 1 十 O) Z k +0) 
=POZk/ {Zk -O( Z k -1 + Z k-2 + … + Z + 1 )} 
. . . . . . . . . . ・0司
級数展開 し てれ ' s を求め る こ と は容易ではないが，
p ※ ( Z ) は ま た， つ ぎの形に表わせる 。
P 出 ( Z ) =L:;ρn ， s Z 一 {k(nー 1 )+ S }叶Po …側
s ，n  
。司式 と (l5)式か ら ，
p 来 ( Z ) I = 1 =Po/( 1 -kO) ….. . ・ H ・ . .ω
IZ二 1
ま た ， 行列にい る も の の平均待ち時間Wは.
W=L:;{(時一 1 )k + S }/kp x Pn ， s  
n . .  
1 ( d _ � / _ ， ì l = 一五戸l dZ P ※ ( Z )  f I Z= 1 
p(k + 1 ) - 2 kμ( 1 -p) 
1 " p(p+ 2 k-pk) I.n\ L= (W+ヲー) ). n2 k(I " _;)" . . . . . . . . .(18)
の よ う に， 凶式を も と に， 重要な値が得 られ る 。 な
. . . 0.切
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お， 凶式において. y= l / Z と おけば. p ※ ( Z ) と 母
関数 E (y)'l) (2) (4) と の関係が示 さ れ る 。
p ※ ( Z ) = p ※ (y-l. ) =Po/ 
{ 1 -0(y+y2 + … … +y勺) = E (y) ……目9
すなわち， 母 関 数 E (y) = L:Pnyn の係数 仇 は工学
的な一つ の見方 と し ては， 定常状態におけ る 待ち行列
に順に. Pl. ' P2 ， … . . . ・ H ・ . . と 番号をつけ， おのおの，
t= 1 .  2 ， ・ H ・ H ・ . . におけ る サ ン プ リ ン グ出力 と 1 n と
き ， 第 n 番 目 のサ ン プ リ ン グ出力 と みなす こ と がで き
る 。
また， 原差分方程式 に Z 盈 (k= 1 .  2 . ・… ・ ・ ) をl順
次乗じ 加算し て母関数を求め る 従来の計算過程は，
ω ω 原差分方程式を Z 変換し Z →4ー と おいたこ と
を意味し よ う 。
5. アーラ ン 入 力一指数保持時間の 系
到着時間が ア ー ラ ン分布の系， こ の チ ャ ン ネ ノレを前
の 系 と 同様に到着の 方 か ら . 1， 1- 1 ，  . . ・ H ・ ， 2 .  1 
と 番号をつけ る 。 n 人 が行列をな し ， そ の う ち の 1 人
が位相 s にい る 確率を ps ， n と すれば， 但)
lJ.ps_l. ' 0 + pþs ， l. ーlJ.ps ， 0= 0 (20 ・ a)
lJ.PZ ， n-l. +.uPl. ， n+l. ー(1.1+μ)Pl. ， n= 0 (n> 0 ) 
(20 ・ b)
μ'Pl. ' l. -l).pl. ' o =  0 (20 ・ c)
l).ps-l. ，  n + .uPs ， n+l. 一 ( 1). +ρ)Ps ， n= 0 ( 1 亘s三五1)
(20 ・ d)
位相 S の も の は. (ln+sー 1 ) 番 目 に サ 』 ピ ス を う
け る わけ で， つ ぎの よ う に考え られる 。
Z(Ps ， n)= P 諜 ( Z ) =L:Ps ， n Z -
CZn+S- 1 ) +Po 
B ， n  
- ・ ・ ・ (21)
(20 ・ a)式. (20 ・ b)式. (20 ・ c)式を初 期 条件 と し
て. (20 ・ d) 式を Z 変換すれば，
。 Z -l. p ※ ( Z ) + Z Z X
{ p ※ (Z) -Z-l.Pl.0 -Z-2P20 - … Z -Z p ZO ) 
-Op ※ ( Z ) 一
{ p 業 (Z) -Z-l.ρl.0 -Z-2P20 - … -Z-Z PZo } = 0 
ただ し . 0=1)，/μ= lp 
鋤式よ り . p ※ ( Z ) は
p ※ ( Z ) = ( Z I- l ) x 
. . . . . . . . . . ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (22)
(Pl.O + Z -l.P20 + … +  Z - <[ - ]. )Pzo )/ 
{ Z Z +l. ー ( 1 +θ) Z + 0) 
= (Pl.O + Z -l.P20 + … + Z - <Z-]. )  PZo)  x 
( Z Z 四l. + Z Z -2 + … + 1 )/ 
( Z l  + Z l-l. + … + Z ーの
と な る 。
こ こ で，
P ※ ∞ Iz =l. = 1 =Po l/ (lーの
よ り ，
I 
Po =L:Ps ， o =  1 -p 
が得 られ る。
. . . . . . . . . . ・ ・位争
- ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・働
前の場合 と 同様に， ps ， n を求め る こ と は容易ではな
いが， 倒式， 凶式を も と に. Wや L は求 め ら れ る 。
ム ， n の近似値な ら ， た と えば， 闘式の分母の根の一
つ Z o は， 日 と 1 の間の値であ る か ら ， こ れ を 用い
て，
ps ， n� A Z o  Z
n+S-l. - 皿 ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ . . . . . . . .�
と 表わす こ と が で き る 。 た だ し . A は 定 数 で，
(20 ・ a) 式. é泊式か ら A は求 め ら れ る 。
6 . 結 論
A . 本方法の利点はつ ぎの よ う であ る 。
(1) 数個の原定差方程式が初期条件を含めた←個 の、
式に Z 変換 さ れ る 。
(紛 こ れ よ り 一挙に解， ま たは母関数が得られる。
(3) Z 変換 さ れた式がかな り 複 雑 で も PO は容易に
求め られる。
B .  Z 変換 と い う 数学的手法の他分野への応用， た と
えば ジ ス テ ム 工学関係への応用な ら ， 在庫管理毛 デ
ノレに応用 し た例があ る 。 (司 し か し 待ち行列に応用 し
た例は見当 ら ない。 筆者が始めて で あ ろ う 。 (6) (7) 
C . 本研究で示し た手法は， も っ と 実際的な問題に適
用す る こ と が可能 と 思 う 。 た と えば グ ため 。 の問題
であ る 。 不規則な流量を う け る タ ン ク の液位制御の
問題， あ る いは， 精製糖工業で使用 さ れ る 結晶缶に
動力 と し て供給 され る 蒸気を貯め る ア キ ュ ム レ 』 タ
の蒸気量の制御の問題な ど， 連続系を サ ン プJレ値系
にお き か え る こ と に よ っ て， ィク ため 。 の問題を グ 待
ち行列 。 の問題 と し て取 り 扱 う こ と がで き ， 本方法
が適用 でき る の ではないか と 筆者は考えてい る 。 こ
れについては， 後 日 検討す る予定であ る 。
最後に， 日 頃お世話いただいてい る本学， 長元亀
久男教授に感謝し ます。
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